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Esempio di calcolo di un integrale con metodi di
variabile complessa
Calcolare
∫
R
1
(x2+1)2
dx.
Soluzione La funzione f(z) = 1
(z2+1)2
e` olomorfa in C \ {i,−i}. Per il teorema dei residui,
per ogni n ∈ N, n ≥ 2, si ha ∫
αn
f(z)dz = 2piiRes(f, i),
se indichiamo con αn un cammino di classe C1 a tratti che percorre una volta in senso antiorario
prima l’intervallo [−n, n], poi la semicirconferenza {z ∈ C : |z| = n, Im(z) ≥ 0}. Calcoliamo
Res(f, i). Le funzioni intere g(z) = 1 e h(z) = (z2 + 1)2 hanno in i, rispettivamente, uno zero
di ordine 0 e uno zero di ordine 2. Dunque, f ha in i un polo di ordine 2. Ne segue che
Res(f, i) = lim
z→i
d
dz
[(z − i)2f(z)] = lim
z→i
d
dz
[
1
(z + i)2
] = lim
z→i
−2(z + i)−3 = −2(2i)−3 = − i
4
.
Quindi, ∫
αn
f(z)dz = 2pii(− i
4
) =
pi
2
.
Si ha ∫
αn
f(z)dz =
∫ n
−n
1
(x2 + 1)2
dx+
∫
C+n (0)
f(z)dz. (1)
Inoltre,
|
∫
C+n (0)
f(z)dz| ≤ pin · sup
z∈sost(C+n (0))
|f(z)|.
Vale |f(z)| = |z|−4 · |1 + z−2|−2 e il secondo fattore tende a 1 per |z| → +∞. Ne segue che, se n
e` abbastanza grande e z ∈ sost(C+n (0)), |f(z)| ≤ 2n−4, da cui
|
∫
C+n (0)
f(z)dz| ≤ 2pin−3.
Passando al limite per n→ +∞ in (1), si ha allora∫
R
1
(x2 + 1)2
dx =
pi
2
.
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